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Ââåäåíèå

Òî÷íîðåøàåìûå ìîäåëè èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-

êå, àíàëèç ñâîéñòâ ðåøåíèé òàêèõ ìîäåëåé îêàçàëñÿ ÷åðåçâû÷àéíî ïî-

ëåçíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Íåñìîòðÿ

íà îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó (÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíî- èëè äâó-

ìåðíûå ìîäåëè) îíè ïîçâîëÿþò èçó÷àòü øèðîêèé ñïåêòð âîïðîñîâ, ñâÿçà-

íûõ ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè, òàêèõ êàê îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ

ôàç, ïðèðîäà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ñïåêòð âîçáóæäåíèÿ, êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè, ïàðàìåòðû ïîðÿäêà, âëèÿíèå êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ è ò.ä.

0.1 TASEP

Ïîëíîñòüþ àñèììåòðè÷íûé ïðîñòîé ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ (TASEP) îäíà

èç âàæíåéùèõ òî÷íîðåøàåìûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äåìîíñòðèðóþøèõ íåðàâíîâåñíîå ïîâåäåíèå [1�3].

Âïåðâûå ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì áèîëîãîì Ìàêäîíàëü-

äîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèíòåçà ÐÍÊ íà ïîâåðõíîñòè ðèáîñîì

â 1968 ãîäó. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ â øèðîêîì êðóãå

çàäà÷: ìîäåëèðîâàíèå òðàíñïîðòíîãî, áèîôèçè÷åñêîãî, èíôîðìàöèîííî-

ãî òðàôèêà, ïðîöåññîâ ðîñòà ïîâåðõíîñòåé è ìíîãèå äðóãèå. Ìîäåëü ôîð-

ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: N ÷àñòèö, äâèæóòñÿ ñëåâî íàïðàâî íà

îäíîìåðíîé ðåøåòêå. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé óçåë ðåøåòêè

ìîæåò áûòü çàíÿò íå áîëåå ÷åì îäíîé ÷àñòèöåé. Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷à-
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ñòèö äèíàìèêà â äèñêðåòíîì âðåìåíè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ

îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

P (X, t+ 1) =
∑
X ′

T (X,X
′
)P (X

′
, t), (1)

ãäå êîìïîíåíòû N -ìåðíîãî âåêòîðà X = xi(x1 < x2 < . . . < xn) ÿâëÿþò-

ñÿ ïîçèöèÿìè N ÷àñòèö è T (X,X
′
) âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà îäèí øàã èç

êîíôèãóðàöèè X
′
â êîíôèãóðàöèþ X. Ïîâòîðÿÿ (1), ïîëó÷àåì ðåøåíèå

îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè X0,

òî åñòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó â êîíôèãóðàöèè X íà øàãå

ïî âðåìåíè T , ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîöåññ íà÷àëñÿ ñ êîíôèãóðàöèè X0.

0.2 Ïðàâèëà îáíîâëåíèÿ

Äèíàìèêà TASEP õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ ïðàâèë îáíîâ-

ëåíèÿ [4], òî åñòü î÷åðåäíîñòüþ ïî êîòîðîé ÷àñòèöàì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü ñîâåðøèòü ñêà÷åê â ñëåäóþùóþ ÿ÷åéêó. Íàèáîëåå èíòåðåñ-

íû ñëó÷àè îáðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî, ïàðàëëåëüíîãî, ïàðàëëåëüíî-

ãî ïîäðåøåòî÷íîãî è ñëó÷àéíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáíîâëåíèÿ. Ïåðâûå

äâà èç íèõ èññëåäîâàíû áîëåå ïîäðîáíî, ÷åì äðóãèå.

1 .Îáðàòíîå ïîñëåäîâàòåëüíîå îáíîâëåíèå: êàæäàÿ ÷àñòèöà ìîæåò ñäå-

ëàòü îäèí øàã âïðàâî ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, åñëè óçåë ñâîáîäåí

â íà÷àëå øàãà ïî âðåìåíè èëè ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûì â êîíöå øàãà

ïî âðåìåíè èç-çà äâèæåíèÿ ïåðåäíåé ÷àñòèöû.

2 . Ïàðàëëåëüíîå îáíîâëåíèå: êàæäàÿ ÷àñòèöà ìîæåò ñäåëàòü îäèí

øàã âïðàâî ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, åñëè óçåë ñâîáîäåí â íà÷àëå

øàãà ïî âðåìåíè.

3 . Ïàðàëëåëüíîå ïîäðåøåòî÷íå îáíîâëåíèå: ïî î÷åðåäè îáíîâëÿþòñÿ

3



âñå ÷åòíûå çàòåì íå÷åòíûå ÷àñòèöû ïî ïðàâèëó îáðàòíîãî ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî îáíîâëåíèÿ.

4 . Ñëó÷àéíîå ïîñëåäîâàòåëüíîå îáíîâëåíèå: íà êàæäîì øàãå ïî âðå-

ìåíè ÷àñòèöà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/N è ìîæåò

ñäåëàòü îäèí øàã âïðàâî ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, åñëè óçåë ñâîáî-

äåí.

Îáùèì ñâîéñòâîì óêàçàííûõ âûøå ïðàâèë îáíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðîò-

êèé äèàïàçîí îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè çà ñ÷åò óñëîâèÿ èñêëþ÷å-

íèÿ . Âòîðîå âàæíîå ñâîéñòâî óêàçàííûõ îáíîâëåíèé �ðàçðåøèìîñòü� ,

÷òî îçíà÷àåò ÷òî îñíîâíîå óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Áåòå-àíçàöà è ôóíêöèÿ Ãðèíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ÿâíîì

âèäå [9, 10].

0.3 Öåëü ðàáîòû

Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàíû ìíîãèå ñâîéñòâà è îáîáùåíèÿ

ìîäåëè, òàêèå êàê ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèö â áîëüøèõ ìàøòàáàõ [5],

êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè è òîêà [6�8],ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîçèöèè ïî-

ñëåäíåé ÷àñòèöû, îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ òèïîâ ÷àñòèö, âåðî-

ÿòíîñòè ïðûæêà çàâèñÿøåé îò âðåìåíè,âåðîÿòíîñòè ïðûæêà çàâèñÿøåé

îò íîìåðà ÷àñòèöû.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïðàâèë îáíîâëåíèÿ äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû èçìåíèòü ïåðâîå ñâîéñòâî, ñîõðàíÿÿ âòîðîå. À èìåííî, êðîìå

óñëîâèÿ èñêëþ÷åíèÿ, ââîäèòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòè-

öàìè, êîòîðîå ìåíÿåò ýâîëþöèþ ñèñòåìû êîðåííûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì

ñîõðàíÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1).

Â ÷àñòíîñòè, ââîäèòñÿ êîíòðîëèðóþùèé ïàðàìåòð âî âçàèìîäåéñòâèå
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( )( )1 1p pn- + ( ) 2
1 pn+ 1 p-

x 1x + 2x + x 1x + 2x + x 1x +

Ðèñ. 1.1: Âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ ñêà÷êîâ äâóìõ ñîñåäíèõ ÷àñòèö.

ìåæäó ÷àñòèöàìè. Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ ìû ïîëó÷àåì ïðè-

òÿæåíèå èëè äîïîëíèòåëüíîå îòòàëêèâàíèå. Ðàññìàòðèâàåòÿ TASEP íà

áåñêîíå÷íîé îäíîìåðíîé ðåøåòêå â äèñêðåòíîì âðåìåíè è ðåøàåòñÿ îñ-

íîâíîå óðàâíåíèè ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ÷òîáû íàéòè

ôóíêöèþ Ãðèíà â äåòåðìèíàíòíîé ôîðìå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [11�13].

Ðåøåíèå îáîáùàåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îáðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëü-

íîãî è ïàðàëëåëüíîãî îáíîâëåíèÿ è ñîâïàäàåò ñ íèìè äëÿ êîíêðåòíûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ãëàâà 1

Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè

Ðàññìîòðèì N ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ cëåâî íàïðàâî íà îäíîìåðíîé ðå-

øåòêå. Â êàæäûé äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè, êàæäûé óçåë ðåøåòêè

ìîæåò áûòü çàíÿò íå áîëåå ÷åì îäíîé ÷àñòèöîé. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè

ìîäåëè ìû ñëåäóåì ïðàâèëó îáðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáíîâëåíèÿ

: â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìû èçó÷àåì êîíôèãóðàöèþ ÷àñòèö ñïðàâà

íàëåâî è ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèè, êîãäà äâå ÷àñòèöû âñòðå÷àþòñÿ â ñî-

ñåäíèõ óçëàõ ïåðåä î÷åðåäíûì øàãîì ïî âðåìåíè (ñì.ðèñ.1.1). Åñëè ïðà-
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âàÿ ÷àñòèöà ïàðà íå ïðûãàåò íà äàííîì øàãå, ëåâàÿ ÷àñòèöà îñòàåòñÿ

íà ñâîåé ïîçèöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòèöà ïðûãàåò, ñëå-

äóþùàÿ ÷àñòèöà ïåðåõèò âïðàâî ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 + ν)p, èëè ñòîèò ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1− (1+ν)p. Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòð ν äàåò

0 ≤ (1 + ν) ≤ 1/p. Ïðè ν = 0, ó íàñ åñòü îáû÷íûé TASEP ñ îáðàò-

íûì ïîñëåäîâàòåëüíûì îáíîâëåíèåì. Ïðè ν = −1, ïîëó÷àåì TASEP ñ

ïàðàëëåëüíûì îáíîâëåíèåì.

Åñëè ν > 0, ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå, êîòî-

ðîå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òèïè÷íûì äëÿ àâòîìîáèëüíîãî äâèæåíèÿ. ×òîáû

óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ν = 1, p = 1/2. Èçî-

ëèðîâàííûå ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ âïåðåä ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2. Åñëè

äâå ÷àñòèöû îêàçûâàþòñÿ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, îíè ñòàíîâÿòñÿ "ñêëåå-

íû"è äâèãàòüñÿ ñèíõðîííî, ïîòîìó ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðàâàÿ äâèæåòñÿ

÷àñòèöà ,à ëåâàÿ ñòîèò çàïðåùåíà. Ýòà ìèêðî-ïðîáêà ðàñòåò, âîâëåêàÿ â

ñåáÿ âñå íîâûå è íîâûå ÷àñòèöû äî ìîìåíòà, êîãäà âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ

ñèíõðîííî â îãðîìíîé N -÷àñòè÷íîé ïðîáêå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíå-

íèè ïàðàìåòðà ν îò −1 äî (1/p−1) ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç êà÷åñòâåííîå

èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèö: îò ðàçðåæåíèÿ äî ñëèïàíèÿ. Äâà

òèïè÷íûõ ïðèìåðà òàêîãî ïîâåäåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. (1.2)

Ãëàâà 2

Îïðåäåëåíèÿ

Íà÷íåì ðåøåíèå çàäà÷è ñ íåñêîëüêèõ îïðåäåëåíèé.

6



x

T

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

HaL

x

T

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

HbL

Ðèñ. 1.2: Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ïðîñòðàíñòâåííî âðåìåííûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö íà (à)

ðåæèì ðàçðåæåíèÿ, ñ = 0, 1, ν = −1, è (á) ðåæèì îáðàçîâàíèÿ ïðîáîê, = 0, 1 è

ν = 8.95. Äèíàìèêà N = 100 ÷àñòèö ìîäåëèðóåòñÿ äëÿ T = 2000 øàãîâ ïî âðåìåíè,

íà÷èíàÿ ñ êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé ÷àñòèöû ÷åðåäóþòñÿ ñ ïóñòûìè ÿ÷åéêàìè.

2.1 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíûì áàçèñîì ïðàâûõ è ëåâûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ 〈X| è |X〉 ñîîòâåòñòâåííî

ñ âíóòðåíèì ïðîèçâåäåíèåì

〈X|X ′〉 = δ(X,X ′). (2.1)

ãäå X N -ìåðíûé âåêòîð çàäàþùèé êîîðäèíàòû ÷àñòèö. Ñîñòîÿíèå ñèñòå-

ìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèé

|Pt〉 =
∑
{X}

Pt(X) |X〉 , (2.2)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì ÷àñòèö.

2.2 Îïåðàòîð ýâîëþöèè

Â òåðìèíàõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò

ïðîñòóþ îïåðàòîðíóþ ôîðìó

|Pt+1〉 = T |Pt〉 , (2.3)
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ãäå îïåðàòîð ýâîëþöèè T îïðåäåëåí ÷åðåç âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà

T =
∑

{X},{X ′}

|X〉T (X,X ′) 〈X ′| . (2.4)

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (X, t|X0, 0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

P (X, t|X0, 0) = 〈X|Tt
∣∣X0

〉
. (2.5)

2.3 Ñîáñòâåííûå âåêòîðà

×òîáû âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, êîíñòðóèðóåì íàáîð ëåâûõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ |BZ〉 îïåðàòîðà T

T |BZ〉 = Λ(Z) |BZ〉 (2.6)

è âñïîìîãàòåëüíûé íàáîð ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
〈
BZ

∣∣
〈
BZ

∣∣T = Λ(Z)
〈
BZ

∣∣ , (2.7)

ãäå Z N -ìåðíûé ïàðàìåòð. Òåïåðü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (2.5) ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ ñóììû

〈X|Tt
∣∣X0

〉
=
∑
Z

〈
X|Tt|BZ

〉 〈
BZ |X0

〉
=
∑
Z

Λt (Z) 〈X|BZ〉
〈
BZ |X0

〉
,

(2.8)
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ãäå äèàïàçîí ñóììèðîâàíèÿ äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé.

Ãëàâà 3

Ðåøåíèå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

3.1 Ñëó÷àé N = 2

3.1.1 Áåòå-àíçàö

×òîáû ïîíÿòü îñîáåííîñòü çàäà÷è íà ñîáñòâåíûå âåêòîðà (2.6) â äàííîì

ñëó÷àå, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó äëÿ äâóõ ÷àñòèö. Åñëè äâå ÷àñòèöû

ðàçäåëåíû ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ïóñòûìè ÿ÷åéêàìè äðóã îò äðóãà, îíè

äâèãàþòñÿ íåçàâèñèìî è óðàâíåíèå (2.6) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Λ (Z) 〈x1, x2|BZ〉 =
∑
{k1,k2}

2∏
i=1

pki (1− p)1−ki

×〈x1 − k1, x2 − k2|BZ〉 , (3.1)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî k1, k2, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 èëè

0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî ïðûãàåò ÷àñòèöà èëè íåò. Åñëè ÷àñòèöû íàõî-

äÿòñÿ ïî ñîñåäñòâó, x1 + 1 = x2, ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (2.6) èìåþò âèä p2(1+ν) 〈x1 − 1, x2 − 1|BZ〉,

p(1 − p) 〈x1 − 1, x2|BZ〉, (1 − p) 〈x1, x2|BZ〉, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåí p(1 −

p) 〈x1, x2 − 1|BZ〉 = p(1− p) 〈x1, x1|BZ〉 â óðàâíåíèè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ

(3.1) íàõîäèòñÿ âíå íàáîðà ðàçðåøåííûõ êîíôèãóðàöèé.

Ñòðàòåãèÿ Áåòå-àíçàöà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôîðìàëüíî
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çàïðåùåííûå ÷ëåíû ÷åðåç ðàçðåøåííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèå

(2.6) ñîõðàíèëî ñâîþ "ñâîáîäíóþ"ôîðìó (3.1) â ñëó÷àå x1 +1 = x2. Òîãäà

ôîðìàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàïðåùåííûìè è ðàçðåøåííûìè ñëàãàåìûìè

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çàìåíû Áåòå.

〈x1, x2|BZ〉 = A12z
−x1
1 z−x22 + A21z

−x1
2 z−x21 . (3.2)

Ýòà ñòðàòåãèÿ ýôôåêòèâíà äëÿ TASEP ñ îáðàòíûì ïîñëåäîâàòåëüíûì

îáíîâëåíèåì. Â äàííîì ñëó÷àå (êàê è â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîãî îáíîâëåíèÿ

( [12]) âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîáëåìà.

3.1.2 Äèññîöèàöèÿ ïàð

×òîáû åå óâèäåòü, ðàñìîòðèì êîíôèãóðàöèþ {x1, x2} ãäå x1 + 2 = x2.

Ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.6) p2 〈x1 − 1, x2 − 1|BZ〉, p(1 −

p) 〈x1 − 1, x2|BZ〉, (1 − p)2 〈x1, x2|BZ〉 è p(1 − (1 + ν)p) 〈x1, x2 − 1|BZ〉.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåé ñîáîäíîé âåðñèè

p(1− p) 〈x1, x2 − 1|BZ〉

è íåò çàïðåùåííûõ ñëàãàåìûõ âèäà p(1 − p) 〈x1, x1|BZ〉, êàê â ïðåäûäó-

ùåì ïàðàãðàôå, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü ýòó ðàçíèöó. Âìåñòî ýòîãî çàìå-

òèì ÷òî êîíôèãóðàöèÿ {x1, x2 − 1} ñîäåðæèò ïàðó ñîñåäñòâóþøèõ ÷à-

ñòèö, êîòîðàÿ èñ÷åçàåò â êîíôèãóðàöèè {x1, x2}. Ïîýòîìó, åñëè äîìíî-

æèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà T (X,X
′
) íà ôàêòîð λ = (1−p)/(1−(1+ν)p),

ñîîòâåòñòâóþùèé äèññîöèàöèè ïàðû, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ôîð-

ìà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.1). Â N -÷àñòè÷íîì ñëó÷àå,

ôàêòîð λ ñëåäóåò ïðèïèñàòü äëÿ êàæäîé äèññîöèè ïàð.

Áîëåå ôîðìàëüíî îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó

T0 = DTD−1
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ãäå D äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð

D =
∑
{X}

|X〉 〈X|
W (X)

.

èW (X) çàâèñèò îò ÷èñëà ïàð Np(X)â êîíôèãóðàöèè X:W (X) = λNp(X).

Îïåðàòîðû T è T0 èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ΛZ è èõ

ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

|BZ〉 = D−1
∣∣B0

Z

〉
. (3.3)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû T0

T0(X,X
′) =

W (X ′)

W (X)
T (X,X ′). (3.4)

Äâó÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà

T0 èìååò ôîðìó êàê â ñëó÷àå íåâçàèìîäåéñòâóþøèõ ÷àñòèö

Λ (Z)
〈
x1, x2|B0

Z

〉
=

∑
{k1,k2}

2∏
i=1

pki (1− p)1−ki

×
〈
x1 − k1, x2 − k2|B0

Z

〉
, (3.5)

åñëè ðàñòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðåâûøàåò 1. Åñëè ÷àñòèöû ÿâëþòñÿ

ñîñåäÿìè, x1 + 1 = x2, ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5) p2(1 +

ν)
〈
x1 − 1, x2 − 1|B0

Z

〉
, p(1 − p)/λ

〈
x1 − 1, x2|B0

Z

〉
, (1 − p)

〈
x1, x2|B0

Z

〉
è

p(1 − p)
〈
x1, x2 − 1|B0

Z

〉
ïðè÷åì ïîñëåäíèé ÷ëåí çàïðåùåí â ñâîáîäíîì

óðàâíåíèè. Íàêëàäûâàÿ óñëîâèå

〈x, x|B0
Z〉 = νp

1−p(〈x− 1, x|B0
Z〉−

−〈x− 1, x+ 1|B0
Z〉) + 〈x, x+ 1|B0

Z〉
(3.6)

íà çàïðåùåííîå ñëàãàåìîå, îñòàâøèåñÿ òðè ñëàãàåìûå ïðåâðàùàþòñÿ â

ñâîáîäíûå, îáåñïå÷èâàÿ ïðàâèëüíîñòü (3.5) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçðåøåí-

íûõ êîíôèãóðàöèé {x1, x2}.
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3.2 Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî N

3.2.1 Áåòå àíçàö

Ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà T

Â ïðèëîæåíèè äîêàçàíî ÷òî óñëîâèÿ (3.6), çàïèñàííîãî â îáùåì âèäå

〈. . . , x, x, . . . |B0
Z〉 = νp

1−p(〈. . . , x− 1, x, . . . |B0
Z〉−

−〈. . . , x− 1, x+ 1, . . . |B0
Z〉) + 〈. . . , x, x+ 1, . . . |B0

Z〉
(3.7)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü îáùèé N -÷àñòè÷íûé ñëó÷àé â ñâîáîä-

íûé âèä

Λ (Z)
〈
x1, . . . , xN |B0

Z

〉
=
∑
{ki}

N∏
i=1

pki (1− p)1−ki

×
〈
x1 − k1, . . . , xN − kN |B0

Z

〉
. (3.8)

Ïîñëå ýòîãî èùåì B0
Z (x1, . . . , xN)â âèäå ïîäñòàíîâêè Áåòå,〈

x1, . . . , xN |B0
Z

〉
=
∑
{σ}

Aσ1...σNz
−x1
σ1

. . . z−xNσN
, (3.9)

ãäå ïàðàìåòð Z ÿâëÿåòñÿ íàáîðîìN êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Z = {z1, . . . , zN}.

Ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ ÷èñåë 1, . . . , N . Ïîäñòàíîâ-

êà (3.9) â óðàâíåíèå (3.8) ïðèâîäèò ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì:

Λ (Z) =
N∏
i=1

(1− p+ pzi) , (3.10)

à ïîäñòàíîâêà (3.9) â îãðàíè÷åíèå (3.7) äàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó àìïëè-

òóäàìè Aσ1...σN , êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé

èíäåêñîâ
A...ij...

A...ji...
= −1− 1/zi

1− 1/zj

1− γzj
1− γzi

. (3.11)

ãäå γ = 1− 1/λ. Àìïëèòóäû Aσ1...σN îòäåëüíî èìåþò âèä

Aσ1...σN = (−1)P({σ})
N∏
i=1

(
− 1− γzσi

1− 1/zσi

)i−σi
, (3.12)
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( )1p p- ( )( )1 1p pn- +

( )( )1 1p pn- + ( )1p p-

2
p

2
p

1 p- 1 p-

2
pn 2

pn

0
TT

Ðèñ. 3.1: Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà äëÿ ïðîöåññîâ îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðàìè T è T0.

ãäå P ({σ})÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè {σ}. Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü ýëåìåíò

〈X|BZ〉 â (2.8).

Ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà T

×òîáû íàéòè
〈
BZ |X0

〉
, íóæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïðà-

âûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (2.7). Êàê è ðàíüøå íà÷íåì ñ äâó÷àñòè÷íîãî

ñëó÷àÿ. Åñëè x2 − x1 ≥ 2, óðàâíåíèå (2.7) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Λ (Z)
〈
BZ |x1, x2

〉
=

∑
{k1,k2}

2∏
i=1

pki (1− p)1−ki

×
〈
BZ |x1 + k1, x2 + k2

〉
. (3.13)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî k1, k2, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèÿ 1 èëè 0. Åñëè

x2−x1 = 1, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.7) ñîäåæèò òðè ñëàãàåìûõ: p2(1+

ν)
〈
BZ |x1 + 1, x2 + 1

〉
, p(1−(1+ν)p)

〈
BZ |x1, x2 + 1

〉
è (1−p)

〈
BZ |x1, x2

〉
.

Â òî æå âðåìÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.13) ñîäåðæèò ÷åòûðå ñëàãàå-

ìûõ, è îäíî èç íèõ, p(1− p)
〈
BZ |x1 + 1, x2

〉
, çàïðåùåíî.

Íà ðèñóíêå 3.1 âèäíî, ÷òî çàäà÷à ïî íàõîæäåíèþ ñîáñòâåíûõ âåêòî-

ðîâ îïåðàòîðà T â ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö ïîõîæà, ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðñèè

êîîðäèíàò íà çàäà÷ó ïî íàõîæäåíèþ ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-
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ðàòîðà T0. Ýòî âåðíî äëÿ îáùåãî N -÷àñòè÷íîãî ñëó÷àÿ, ïîýòîìó, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü
〈
BZ |X

〉
â âèäå òîãî æå Áåòå-àíçàöà:

〈
BZ |X

〉
=

1

N !

∑
{σ}

Aσ1...σNz
x1
σ1
. . . zxNσN (3.14)

ñ àìïëèòóäàìè Aσ, êîòðûå âûðàæàþòñÿ êàê

Aσ1...σP = 1/Aσ1...σN

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åíûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

〈X|BZ〉 = W (X) detB, (3.15)〈
BZ |X

〉
=

1

N !
detB, (3.16)

ãäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Bij è Bij ìàòðèö B è B

Bij = 1/Bij =

(
− 1− γzj

1− 1/zj

)i−j
z−xij . (3.17)

Ôàêòîð 1/N ! ýòî íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà ñëåäóþùàÿ èç óñëîâèÿ∑
Z

〈X|BZ〉
〈
BZ |X

〉
= 1. (3.18)

3.2.2 Ïåðåõîä ê áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå

Îáëàñòü ñóììèðîâàíèèÿ ïî Z îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â

ðàñìîòðåííîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè ñïåêòð íåïðåðûâíûé, ïîýòî-

ìó ñóììà â (2.8) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå èíòåãðàëà

∑
Z

→
N∏
i=1

∮
Γ0,1

dzi
2πizi

, (3.19)

ãäå êàæäûé zi ïðîáåãàåò ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó Γ0,1 â êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè âîêðóã òî÷åê z = 0, 1 è îñòàâëÿåò âñå îñòàëüíûå ñèíãóëÿðíîñòè ñíà-

ðóæè. Âûáîð êîíòóðà îïðàâäûâàåò òðåáîâàíèå ïîëíîòû â òîì ñìûñëå,
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÷òî ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ {|BZ〉
〈
BZ

∣∣ : Z ∈ ΓN0,1} îáåñïå÷èâàåò ðàçëîæå-

íèå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà∑
Z

〈X|BZ〉
〈
BZ |X ′

〉
= 〈X|X ′〉 , (3.20)

êîòîðûé áûë äîêàçàí â [12] äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàëëåëüíîãî îáíîâëåíèÿ. Äî-

êàçàòåëüñòâî â îáøåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ òîëüêî òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè

.

3.2.3 Ôóíêöèÿ Ãðèíà

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P (X, t|X0, 0) ñëåäóåò èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîé ïîäñòàíîâêè (3.17) â (3.16), çàòåì (3.16) è (3.10) â (2.8)

è (2.5).

〈X|Tt
∣∣X0

〉
= W (X)

∑
{σ}

(−1)P({σ})
N∏
i=1

Fi−σi(xi − x0
σi
, t), (3.21)

ãäå ôóíêöèÿ F

Fn(x, t) =

∮
Γ0,1

dz

2πiz
(1− p+ pz)t

(
1− γz
1− 1/z

)n
z−x. (3.22)

Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû

M [16]:

P (X, t|X0, 0) = λNp(X) detM, (3.23)

ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

Mij = Fi−j(xi − x0
j , t). (3.24)
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Çàêëþ÷åíèå

1 Áûëè îáîáùåíû ðàíåå èçó÷åííûå ìîäåëè TASEP c îáðàòíûì ïîñëå-

äîâàòåëüíûì è ïàðàëëåëüíûì îáíîâëåíèåì.

2 Âûïîëíåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ îáíàðóæåíà òåíäåíöèÿ ê îáðàçîâàíèþ êëàñòåðîâ ÷àñòèö.

3 Íåñìîòðÿ íà óâåëè÷åíèå äèàïàçîíà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäëîæåííàÿ

ìîäåëü îñòàåòñÿ òî÷íîðåøàåìîé.

4 Áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â äåòåðìè-

íàíòíîé ôîðìå äëÿ ïðåäëîæåííîé íîâîé ìîäåëè.

Â äàëüíåéøåì ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

äëÿ ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé è ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî-

çèöèè ïîñëåäíåé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ èìåëà âèä ðàñïðåäåëåíèÿ Òðåéñè-

Óèäîìà [14, 15] â ñëó÷àå îáðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáíîâëåíèÿ è ïà-
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ðàëëåëüíîãî îáíîâëåíèÿ .

Ïðèëîæåíèå A

Äîêàçàòåëüñòâî äâó÷àñòè÷íîé

ïðèâîäèìîñòè

Äîêàæåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ (3.7) ðåøàåò ïðîáëåìû ñ èñêëþ-

÷àþùèì âçàèìîäåéñòâèåì â ñâîáîäíîì óðàâíåíèè (3.8). Íà ñàìîì äåëå

íèæå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ îäíî-

ãî èçîëèðîâàííîãî êëàñòåðà ÷àñòèö. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ,

êîòîðûå îòñòàÿò áîëåå ÷åì íà îäèí øàã äðóã îò äðóãà, îíè íåçàâèñèìû,

è ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà â îòäåëüíîñòè.

Â ïðèíöèïå, íóæíî ðàññìîòðåòü è ñëó÷àé êëàñòåðîâ, ðàçäåëåííûõ îä-

íèì ïóñòûì ìåñòîì. Îäíàêî òåõíè÷åñêè ýòî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî

ïðèâåäåííîìó íèæå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò íîâûõ çàïðå-

ùåííûõ ÷ëåíîâ, è ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.

A.1 Ñëó÷àé N = 3

Íà÷íåì ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñîáñâåíûõ âåêòîðîâ (3.8) ñî ñó÷àÿ

N = 3 òðåõ ÷àñòèö ðàñïîëîæåíûõ êëàñòåðîì x1 = x, x2 = x+1, x3 = x+2:

Λ (Z)
〈
x1, x2, x3|B0

Z

〉
=
∑
{ki}

3∏
i=1

pki (1− p)1−ki

×
〈
x1 − k1, x2 − k2, x3 − k3|B0

Z

〉
. (A.1)
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Íóæíî äîêàçàòü ÷òî óñëîâèå (3.7) ïðåâðàùàåò (A.1) â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ

ñîáñòâåíûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T0. Ïðàâàÿ ÷àñòü (A.1) ñîäåðæèò ÷åòûðå

çàïðåùåííûõ ÷ëåíà 〈x, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉, 〈x− 1, x+ 1, x+ 1|B0

Z〉, 〈x, x, x+

2|B0
Z〉 è 〈x, x, x+ 1|B0

Z〉. Èñïîëüçóÿ ïðîñòîå ðàñøèðåíèå (3.6), îïðåäåëèì

äâà èç íèõ êàê

〈x, x, x+ 2|B0
Z〉 =

νp

1− p
(〈x− 1, x, x+ 2|B0

Z〉 −

−〈x− 1, x+ 1, x+ 2|B0
Z〉) + 〈x, x+ 1, x+ 2|B0

Z〉 (A.2)

〈x− 1, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉 =

νp

1− p
(〈x− 1, x, x+ 1|B0

Z〉 −

−〈x− 1, x, x+ 2|B0
Z〉) + 〈x− 1, x+ 1, x+ 2|B0

Z〉 (A.3)

Äëÿ 〈x, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉 è 〈x, x, x+ 1|B0

Z〉 èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé

〈x, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉 = νp

1−p(〈x, x, x+ 1|B0
Z〉 − 〈x, x, x+ 2|B0

Z〉)+

+〈x, x+ 1, x+ 2|B0
Z〉

〈x, x, x+ 1|B0
Z〉 = νp

1−p(〈x− 1, x, x+ 1|B0
Z〉 − 〈x− 1, x+ 1, x+ 1|B0

Z〉)+

+〈x, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉

ðåøàÿ êîòîðóþ è èñïîëüçóÿ (A.2) è (A.3), íàõîäèì

〈x, x+ 1, x+ 1|B0
Z〉 =

ν2p2

(1− p)2
(〈x− 1, x, x+ 1|B0

Z〉 −

−〈x− 1, x, x+ 2|B0
Z〉) + 〈x, x+ 1, x+ 2|B0

Z〉 (A.4)

è

〈x, x, x+ 1|B0
Z〉 =

νp

1− p
(〈x− 1, x, x+ 1|B0

Z〉 −

−〈x− 1, x+ 1, x+ 2|B0
Z〉) + 〈x, x+ 1, x+ 2|B0

Z〉 (A.5)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ çàïðåùåííûõ ÷ëåíîâ (A.2), (A.3), (A.4) è

(A.5), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîñòîÿò òîëüêî èç ðàçðåøåííûõ ÷ëåíîâ,
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ìîæíî ïåðåïèñàòü (A.1) â âèäå

ΛZ〈X|B0
Z〉 = (1 + ν)2p3〈x− 1, x, x+ 1|B0

Z〉+

+q〈x, x+ 1, x+ 2|B0
Z〉+ (1 + ν)p2(q − νp)〈x− 1, x, x+ 2|B0

Z〉+

+p(q − νp)〈x− 1, x+ 1, x+ 2|B0
Z〉

(A.6)

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðà T0 äëÿ êëàñòåðà X = {x, x+ 1, x+ 2}.

A.2 Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî N

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, àíàëîãè÷íî îáîáùàåì âûðàæåíèÿ äëÿ çàïðåùåí-

íûõ ÷ëåíîâ(A.4) è (A.5) äî M -÷àñòè÷íîãî âèäà:

〈x, x+ 1, x+ 2, ..., x+N − 2, x+N − 2|B0
Z〉 =

= 〈x, x+ 1, x+ 2, ..., x+N − 1|B0
Z〉+

+νN−1pN−1

(1−p)N−1
(
〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 2|B0

Z〉−

−〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 3, x+N − 1|B0
Z〉
)
,

(A.7)

〈x, x, x+ 1, ..., x+N − 2|B0
Z〉 =

= 〈x, x+ 1, x+ 2, ..., x+N − 1|B0
Z〉+

+ νp
1−p

(
〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 2|B0

Z〉−

−〈x− 1, x+ 1, x+ 2, ..., x+N − 1|B0
Z〉
)
.

(A.8)

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Áà-

çà èíäóêöèèN = 2 áûëà äîêàçàíà ðàíåå. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî, èñïîëüçóÿ
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âûðàæåíèÿ äëÿ çàïðåùåííûõ ÷ëåíîâ , èç ðàâåíñòâà äëÿ N ÷àñòèö :

1∑
k1=0

1∑
k2=0

...
1∑

kN=0

pk1(1− p)1−k1pk2(1− p)1−k2...pkN (1− p)1−kN×

〈x− k1, x+ 1− k2, ..., x+N − 1− kN |B0
Z〉 =

= (1 + ν)N−1pN〈x− 1, x, ..., x+N − 2|B0
Z〉+

(1− p)〈x, x+ 1, ..., x+N − 1|B0
Z〉+

+
N−1∑
k=1

(1 + ν)k−1pk(q − νp)×

〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+ k − 2, x+ k, x+ k + 1, ..., x+N − 1|B0
Z〉

(A.9)

ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ N + 1 ÷àñòèö

1∑
k1=0

1∑
k2=0

...
1∑

kN+1=0

pk1(1− p)1−k1pk2(1− p)1−k2...pkN+1(1− p)1−kN+1×

〈x− k1, x+ 1− k2, ..., x+N − kN+1|B0
Z〉 =

=
1∑

kN+1=0

pkN+1(1− p)1−kN+1
(
(1 + ν)N−1pN×

〈x− 1, x, ..., x+N − 2, x+N − kN+1|B0
Z〉+

(1− p)〈x, x+ 1, ..., x+N − 1, x+N − kN+1|B0
Z〉+

+
N∑
k=1

(1 + ν)k−1pk(q − νp)×

〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+ k, x+ k + 2, x+ k + 3, ..., x+N − 1, x+N − kN+1|B0
Z〉
)
.

(A.10)
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Ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ çàïðåùåííûõ ÷ëåíîâ (A.7),(A.8) âûâîäèì

1∑
k1=0

1∑
k2=0

...
1∑

kN+1=0

pk1(1− p)1−k1pk2(1− p)1−k2...pkN+1(1− p)1−kN+1×

〈x− k1, x+ 1− k2, ..., x+N − kN+1|B0
Z〉 =

= (1 + ν)N−1pN
[
p〈x− 1, x, ..., x+N − 2, x+N − 1|B0

Z〉+

+(1− p)〈x− 1, x, ..., x+N − 2, x+N |B0
Z〉
]
+

(1− p)
[
(1− p)〈x, x+ 1, ..., x+N − 1, x+N |B0

Z〉+

+p〈x, x+ 1, x+ 2, ..., x+N |B0
Z〉+

νNpN+1

(1−p)N (〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 1|B0
Z〉−

−〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 2, x+N |B0
Z〉)
]
+

+
N∑
k=1

(1 + ν)k−1pk(q − νp)
[
(1− p)×

×〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+ k − 2, x+ k, x+ k + 1, ..., x+N − 1, x+N |B0
Z〉+

+ 1
(1−p)N−k [νN−kpN+1(〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 1|B0

Z〉+ p
1−p×

×
(
(1− p)N+1−kpk〈x− 1, x, ..., x+ k − 2, x+ k, x+ k + 1..., x+N |B0

Z〉)−

−νN−kpN(1− p)〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+N − 2, x+N |B0
Z〉
)
]
]

(A.11)

Óïðîñòèì âûðàæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ. Êîýôôèöèåíò ïåðåä

ñëàãàåìûì 〈x− 1, x, ..., x+N − 2, x+N − 1|B0
Z〉

(1 + ν)N−1pN+1 + 1
(1−p)N−1 (ν

NpN+1) +
N∑
k=1

(1 + ν)k−1×

×(q − νp) 1
(1−p)N−kν

N−kpN+1 = pN+1(1 + ν)N .

(A.12)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ñëàãàåìûì 〈x, x+ 1, ..., x+N − 1, x+N |B0
Z〉

(1− p)2 + (1− p) 1

(1− p)N
p

1− p
(1− p)N+1 = 1− p. (A.13)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ñëàãàåìûì 〈x− 1, x, ..., x+N − 2, x+N |B0
Z〉

(1 + ν)N−1pN(1− p)− νNpN+1

(1−p)N−1 − p
N+1

N−1∑
k=1

(1 + ν)k−1×

×(q − νp) 1
(1−p)N−kν

N−k = pN(1 + ν)N−1(q − νp)
(A.14)
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è êîýôôèöèåíò ïåðåä ñëàãàåìûì 〈x − 1, x, ..., x + k − 2, x + k, x + k +

1, ..., x+N |B0
Z〉

(1 + ν)k−1

(1− p)N−k
(q − νp)pk(1 +

p

1− p
) =

(1 + ν)k−1

(1− p)N+1−k (q − νp)pk (A.15)

Ñóììèðóÿ âñå ñëàãàåìûå äëÿ N + 1 ÷àñòèö, ïîëó÷àåì

1∑
k1=0

1∑
k2=0

...
1∑

kN+1=0

pk1(1− p)1−k1pk2(1− p)1−k2...pkN+1(1− p)1−kN+1×

×〈x− k1, x+ 1− k2, ..., x+N − kN |B0
Z〉 =

(1 + ν)NpN−1〈x− 1, x, ..., x+N − 1|B0
Z〉+

+(1− p)〈x, x+ 1, ..., x+N |B0
Z〉+

N∑
k=1

(1 + ν)k−1pk(q − νp)×

×〈x− 1, x, x+ 1, ..., x+ k − 2, x+ k, x+ k + 1, ..., x+N |B0
Z〉

(A.16)

Óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ N + 1. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî è

èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ (3.7) äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.8).
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